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Parabolik tonliyin makan dayisonlorindon asili olan sag
torafinin identifikasiyasi

Xiilasa

Mokan doayisonlorindon asili olaraq parabolik tonliyin sag torafinin garpaninin toyini ilo bagh
tors mosalonin adadi halli Ggln iterativ konjugativ gradient Gsulu toklif edilmisdir. Parabolik
tonliyin sag torofinin zamandan asili olaraq an asag1 (an shamiyyatli) omsalinin vo g¢arpaninin eyni
vaxtda muoyyan edilmasi tigiin hesablama alqoritmi islonib hazirlanmisdir. Metod elliptik tonlik
Uclin ¢ sarhad masalasinin Xotti kombinasiyasi soklinds yuxari zaman gqatinda toxmini hallin
togdim edilmosindon ibaratdir. Parabolik tonlik ticiin davam masalasini adadi hall etmak tg¢iin ikinci
doracali adi diferensial tonliklor Gglin iki sarhod masalasinin hallorinin superpozisiyasina asaslanan
odadi usul taklif olunur.

Qeyri-muntazom hesablama sahasindo retrospektiv tors istilik kegiriciliyi problemini odadi hall
etmok Uciin yerli radial asas funksiyalarin alagesine asaslanan yeni odadi tUsullar toklif olunur.

Muivafiq adodi nimunaloar toklif olunan yeni metodlarin effektiv oldugunu gostarir.
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Identification of the Right Side of the Parabolic Equation Depending
on Spatial Variables

Abstract

An iterative conjugate gradient method was proposed for the numerical solution of the inverse
problem related to the determination of the multiplier of the right side of the parabolic equation
depending on the spatial variables; A calculation algorithm was developed for the simultaneous
determination of the lowest (most significant) coefficient and multiplier of the right side of the
parabolic equation as a function of time. The method consists of providing an approximate solution
in the upper time layer in the form of a linear combination of three boundary value problems for the
elliptic equation; A numerical method based on the superposition of the solutions of two boundary
value problems for second-order ordinary differential equations is proposed to numerically solve the
continuation problem for the parabolic equation.

New numerical methods based on the relation of local radial basis functions are proposed to
numerically solve the retrospective inverse heat conduction problem in the field of irregular
computation.

Corresponding numerical examples show that the proposed new methods are effective.

Keywords: parabolic equations, parameter, variable, method, difference analog, inverse
problem
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Giris

Isdo parabolik tonlik tgiin ilkin-sarhad masalasinin hallinin makan dayisonlorindon asili olan
namoalum sag torofi ilo toyin edilmasi U¢ln tors masalays baxilir. Bu, zamanin son anda hallinin
moalum giymati vasitasilo yerino yetirilir. Bu tors mosolo tez-tez riyazi fizika, fiziki kimya, otraf
mihit, sosiologiya va hatta igtisadiyyat sahalarinda rast galinan tipik tors masalalardan biridir. Bela
tors masalalarin dyronilmasi praktik baximdan 6namlidir va bir ¢cox tadqiqatgilarin diggstini calb
edir. D. Lesnikin (Chen, 2011) asarinda mokan doyisanlorindoan asili olan sag torafin identifikasiyasi
Uclin sorhad elementlori metodu ilo qurulmus moasalonin diskret analoqunun hallinin iterasiya
alqoritmi toklif olunmusdur. (Evans, 2010) asarindo mokan doayisonlorindon asili olan aparici
omsalin riyazi halli li¢lin sabitlosdirilmis noqtali proyeksiya iterasiya metodu totbiq olunmusdur. P.
N. Vabiscevigin (Rogers, 1992) osorlorinds mokan dayisonlorindon asili olan iizv vo ya Kigik
omsalin toyin olunmasi {igiin iterasiya prosesi toklif vo asaslandirilmisdir. Bu proses sag torafin ilkin
yanagmasinin xiisusi sokildo toyin olunmasi vo hor iterasiyada dogiglosdirms ilo hoyata kecirilir.
Cao va Lesnik (Chen, 2011) asarlorinde mokan doyisanlarindon asili olan kigik omsalin barpasi va
eyni zamanda amsal va ilkin sartin barpasi {igiin banzar ayilmalor metodundan istifads etmislor.

Tadqgiqatin aktualhgi.

Parabolik tonliklor zamanla doyison fiziki vo miihondislik proseslorini tosvir edon miihiim
alotlordon biridir. Bu tonliklor xiisusilo istilik 6tiirtilmosi, madds diffuziyas1 vo elektromaqnit
saholorinin tohlilindo genis istifado olunur. Bu saholordo movcud olan problemlorin diizglin vo
dogiq modellosdirilmosi, hom elmi arasdirmalarda, hom do praktiki totbiqlorde miivoffoqiyystin
osasini togkil edir (Cannon, Lin, Wang, 2014).

Tadqiqat

Parabolik tonliklorin mokan doyigonlorindon asili olan sag torofin identifikasiyasi, bu ciir
tonliklorin daha real vo doqiq naticalor vermasini tomin edir. Xiisusilo bu tonliklora daxil edilon
mokan sortlori, sorhod vo daxili manbalar, prosesin tobistini vo dinamikasini yaxsi basa diismoyo
imkan verir. Bu aspektin dyronilmasi miithiim shomiyyast kasb edir, ¢linki mokan doyisonlorindon
asil1 sag torof sistemin davranigini doyisdiran vo naticalori daha dogru prognozlasdirmaga komak
edon faktorlardir (Cao, Lesnic, 2019).

Miiasir texnologiyalar vo tocriibslor bu tonliklora totbiq edilon sorhad sortlori vo mokan
dayisonlorino bagl olaraq yeni hoallor vo modellorin inkisafini tolob edir. Xiisusilo miithondislik
sahoalorinds istilik vo madds yayilmasi, kimyovi reaksiyalar vo digor dinamik proseslorin daha
miirokkab vo miixtolif soraitlords analizi vo optimallagdirilmas: tolobi artmaqdadir. Buna gore do,
parabolik tonliklorin sag torofinin identifikasiyast vo bu asililigin dorinden tohlili miihiim aktual
mdovzudur (Dehghan, 2005).

Bu todqgiqatin mogsodi parabolik tonliklorin mokan dayisonlorindon asili olan sag torofin
identifikasiyasinin totbiqi sahoalorindaki rolunu arasdirmaq, miixtalif praktiki problemlorin halli
ticiin daha uygun modellor yaratmaq vo bu sahadoki movcud bosluglart doldurmaqdir. Belslikls, bu
movzu mithondislik, fizika vo digor elm saholorindo genis ohomiyyot kosb edir vo inkisafi liclin
ohomiyyatli bir todqiqat sahasidir (Denisov, 2014).

1.1 Masalonin qoyulusu -

Paralelepiped 2 € R%do sorhoddi 92 olan sahods toyin olunmusdur. Yalniz mokan
doyisonlorindon asili olan f(x) sag torof omsalinin vo u(x,t) funksiyasinin eyni vaxtda
muoayyanlosdirilmasi ilo bagli tors mosaloni nozardon kegirok. Bu funksiyalar agagidaki parabolik
tonliyi 6domolidir (Gamzaev, Huseynzade, Gasimov, 2018):

Z—I: —div(k(x,t)grad u) = f(x)g(x,t), xe, te(0,T], (1.2)
Burada x = (xy, x5, ..., X4), g(x, t) verilmis funksiyadir vo

0<ky <k(xt)< ke
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Asagidaki baglangic sorti verilir:

u(x,0) =u’(x), xe (1.2)
va Dirixle sorhad sortlori:

u(x,0) = h(xt), xed te(0,T]. (1.3

Tors masaloni  nazordon Kkegirorkon olavo bir sortin  verilmasi  tolob olunur. Mokan
doayisonlorindon asili olan amsalin miisyyan edilmasi Uglin tors masalads slava sart kimi adstan son
zamanda hollin dl¢iilmiis qiymati (artiq miioyyanlik sorti) goturtlir (Hamming, 1987):

ux,T) =u’(x), xel. (1.4)

Mokan dayisonlarindan asili olan omsalin miiayyan edilmasi ilo bagli tors mosalonin adadi halli
zamani tez-tez iterativ metodlardan istifado olunur. Burada diskret kecid operatorunun 0ziins
birlosmasino osaslanan birlosmis gradientlor metodu (Fourier, 1878) toklif olunur. Metod har bir
iterasiya morhalasinds asas tonlik Gg¢lin diiz masalonin hallino asaslanir, k iterasiyadan k + 1
iterasiyaya kecid zamani iterativ parametrlor standart baslangic-sarhod masalasinin hallindon
hesablanir. Bu metod kifayat qador sadadir, effektivdir va tez yaxinlasir.

1.2 Masalonin halli

Hesablama sahasi 2 = [[%,[0, ;] paralelipiped olduguna gora, hor bir istiqamotds barabor
addimli makan gobokasi Xi-ni quracagiq. Addimlar hi il toyin olunur. Burada:

e o - biitiin daxili diiylinlorinin ¢oxlugunu,

e Jw - sorhad diiyiinlorinin ¢oxlugunu ifads edir,

e Biitiin diytinlorin say1 iso N = [[%,(N; + 1) ilo gostorilir.

Diiyiin noqtolori asagidaki kimi verilir:

; = {Xl' =Jhl|] = 1,2, '"'Ni - 1, Nihi = li}'
a)=]_[?=1a)i, ®=wVUdw

1.2.1 Masalanin farq analoqu
Operatoru A asagidaki kimi toyin edok:
Ay = T, ADy, (15)

burada A®— osas tonliyin (1.1) x; istigamoti tizre div(k(x,t)grad)— elliptik operatorunun
diskret analoqudur va bu sokildo verilir:

dq(l)y = _(k(l) (X' t)Yxl-)xi (16)
burada k@ (x) [88]-0 uygun olaraq asagidaki diisturla hesablana bilor:
(kD (x,t) = k(xq, ., Xi—1,%; + 0.5R;, X411, o, Xg) ). (1.7)

Sarhad sartlorinin bircins oldugunu forz edarak, geyri-bircins hallarda sarhad diyinlorinds sag
torofi doyisdirorak masaloni bircins sarhad sortlori ilo ifads eds bilorik (Alexander, 2005). Hilbert
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fozasini agagidaki kimi tayin edok: H = £,(w), burada sabako funksiyalar1 y(x), v(x) € H, sorhod

diyinlarinds dw sifira barabordir. Skalyar hasil vo norma asagidaki kimi miioyyan olunur:
d

@) =) yew@ | [h vl =V,

XEwW i=1

[88]-0 asasen, birdlgiilii operatorlar A®dz-6ziino birlosen, miisbat tayin olunmus vo mohdud
operatorlardir. Buna gora doa, A operatoru da 6z-6ziina birlogon, miisbat toyin olunmus vo mohdud
operator olacaq:

Mn.

d
1
A = c/l*,8klzr < Al < 4k, W
=1 " '

i=1

burada k,ve k, asagidaki sortdon gotiirtlir: 0 < k; < k(x,t) < k.
Beloaliklo, (1.1)—(1.4) tors mosalosi adi diferensial tonliklor sisteminin Kosi tors mosalosing
cevrilir:

dy _
{E + Ay =f(x)gx,t), xXEw (1.8)
y(x,0) = u’(x) XE D
va artiq miioyyanlik sorti verilir:
yx,T)=u"(x), XEw (1.9)

Forz edok ki, y™ verilmis masalonin t™ = mt zamaninda yaxinlasmis hallidir, burada T zaman
addimidir vo Mt = T. indi diferensial-forq tonliyi (1.8)-0 asagidaki ¢okili forq sxemini
uygunlasdiririq, burada o € (0,1]:

ym+1—ym + c"lmm(crym“ + (- O')ym) = f(X)g, ty + 07) (1.10)

[lkin va olava sortlor iso asagidaki kimi verilir:

¥ () =u’ (), M) =u" (). (1.11)

1.2.2 Qosma Qradient Usulunun tatbiqi

Forq analoqu ila verilmis tors masalonin (1.10)—(1.11) hallini tapmaq tiglin qosma qradientlor
iisuluna osaslanan iterativ metodu istifade edirik (Ames). Har iterasiya morholosindo standart ikiqat
forq sxemlorindon istifado edorok diiz massloni hoall edirik. Masolonin miivafiq operator soklinds
verilmasi va iterativ prosesi agagidaki kimi ifads olunur.

Farq sxemindon (1.10) va verilmis baslangic sortindon y°(x) = u°(x) istifado edorok son zaman
noqtasinds halli alds edos bilorik:

yﬂ“;(x) =u'(x) = fuo(") + Cf(x), XE€Em
B = 1_[ smoc= Z o°m (1.12)

Burada §™- m-c1 zaman qatindan ndvbati (m + 1)-ci zaman qatina ke¢id operatorudur vo
asagidaki formada verilir:
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S™=(L+ 0TApmiq) 1L — (1= 0)TAmiq) (1.13)
vo sag torofin operflatoru L™ asagidaki kimi verilir:
LM = Hg(x, tm +0T)(L+ 0TApyg) (1.14)
j=1

Belaliklo, (1.10) vo (1.11)-0 asason (1.1)—(1.4) tors masoalosi asagidaki forg-operator tonliyinin
hallina gatirib ¢ixarir:

Cf(x) =u’(x) — Bu(x) XE® (1.15)

Operator A-nin 6z-6ziino qosma olmasina géra, L™ operatoru da 6z-6zlns birlasandir. Buna
gora do, (1.15)-doki C operatoru da 0z-0ziina qosma operator olur. C-nin miisbat toyin olunmasi
(1.15) operator tonliyinin hallinin mdvcudlugunu va yeganaliyini tomin edir (Honjo, Kudo, 1998).

Aprior moalumata ehtiyac duymadan iterasiya parametrlorinin miioyyan edilo bildiyi variasiya
tipli iterasiya metodlar1 iterasiya prosesinin somorsliliyini artirmaq vo iterasiya sayini azaltmaq
liciin totbiq edilo bilor (Ashyralyev, Sazaklioglu, 2017). Biz tors masalonin halli ii¢lin on siiratli
yaxinlagan qosma qradientlor tisulundan istifads edacayik:

1. Forz edok ki, k =0, tosadiifi baslangic yaxinlasmasi f(x)ve baslangic sorti yJ(x) =
u%(x) secorok, muvafiq sorhod sortlori ilo verilmis parabolik tonliyin diskret analogundan son
zaman ndgtesinds diiz masalanin hallini y{! (x)tapa bilorik:

m+1_.,m
P2t Ao (0y8 T+ (1= )y = fo(DG b + 07), (1.16)

2.Baslangic  uygunsuzlugu hesablayiriq:  75(x) =l y)'(x) —uT(X) I, x € w vo  kdmokgi
funksiyanin baslangic yaxinlasmasini baslangic uygunsuzluga borabor gotiiriiriik: py(x) =
10(X),X €E w

3.Butln k > 0 tciin parabolik tonliyin sag torofinin komokg¢i amsali ilo verilmis diiz mosolonin
diskret analoqu ti¢iin halli tapiriq:

Z"Y(T'L+1

4 Ao (0 + (1= )2 = pe(0g (%, by + 0T) (117)

ilkin sortlorlo: z2(x) = 0 vo naticads zX hallini son zaman ndqtasindo alds edirik.
4. Birinci iterasiya parametrinin yeni qiymatini miioyyan edirik:

ar = (Mo 1)/ 2k, Pro)- (1.18)

5. Axtarillan sag torofin vo uygunsuzlugun ndvboti yaxinlagsmalarini asagidaki diisturlarla
hesablayiriq (Bao, Li, 2007):

fer1 = f + Drs Ti1 = Tk — APk (1.19)
6. NOvbati iterasiya parametrini vo komok¢i vektoru miioyyon edirik:

Br = (k1 Tie+1)/ (T Te)» Pik+1 = Tk + BrPr. (1.20)

7.lterasiya prosesinin dayandirilma sartini asagidaki kimi toyin edirik:

I Teer /0 T 1< &. (1.21)
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Dayandirilma sorti yerino yetirildikdo iterasiya prosesi tamamlanir, oks halda k =k + 1
gotiiriiliir vo 3-cii addima geri qayidilir.

a. 9dadi eksperimentlarin naticasi

Parabolik tonliyin mokan doyisonlorindon asili olan sag torofinin identifikasiyasi ti¢iin toklif
olunan ododi metodun imkanlarini niimayis etdirmok mogsadilo bir nego ododi nimuns toqdim
edirik (Fourier, 1878).

Iterasiya proseslorinin faktiki yaxinlasma siiratini giymotlondirmok vo iterasiya say1 artdiqca
yaxinlasma dogigliyinin neco sabitlogdiyini dogiq mioyyon etmok figiin asagidaki iki xota
gOstaricisi daxil edilmisdir (Belov, 2002):

Max €= {Z&ﬂfk(xi) —f(x)l,

1 n
RSME = ;ka(xi)—f(xi))z

burada fy (x;) iterasiya addiminda monba funksiyasiin adadi hallidir, f(x;) iso dagiq holldir.

Faktiki 6lgma malumatlari hamiso Xotalarla miisayiot olunduguna goérs, biz manbanin muiayyan
edilmasi Ugln tors mosaloni alava sortin ses-kiiylii verilmis halinda da nozardon kegiririk (Isakov,
1998). Belaliklo, 6l¢iilmiis alavo malumatlar asagidaki kimi miioyyan edilir:

ul(x) = uT'(x) + éu,

burada & - sos-killy soviyyasi, p iso [—0.5,0.5] araliginda vahid paylanmadan generasiya
edilmis tosadifi doyisanlordir. Sathlori hamarlamaq tciin Savitski-Qoley metodu istifads olunur.

Misal
Bu misalda biz [0,!] intervalinda bir6l¢iili mosoloni asagidaki verilmis sortlorlo nozordon
kegiririk:

k(x,t) =1, g(xt) =1, u®(x) =0,
Vo sag torof funksiyast f(x) Qaus normal paylanmasina malikdir:

—(x=0.50)?
2v?

f(x)=m/12_nexp ,  x€[0,1].

Hesablamalarda | = T = 1 vo v = 0.1 gotiiriiliir. Artiq miioyyonlik sorti sag torafi molum
olan Qaus paylanmasi ilo diiz mosalonin hoalli vasitssilo oldo edilir (Isakov, Meyers, 2012). Diz
moasalo daha yiiksok doqiglikli forg sxemi ils, O(t? + h*) yaxinlasma doracasi ilo va gokili omsal
o = 0.5 — h?/(127) istifado edilorok kifayat godor otrafli mokan-zaman sobokasinds, N = M =
1200 olmagla hall olunur. Biz tors masaloni diiz masalodon olda edilon son hall naticasini slava
sort kimi istifado edorok nozordon kegiririk (Hasanoglu, Romanov, 2017). Toklif olunan iterativ

metodun totbiqi iso daha kobud sobokods, N = M = 200 iterasiya prosesinin dayandirilma sorti
iso e = 10~ 7olmagla hoyata kegirilir.
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DY ] ENSTSRURR SO 4SSN SR SO NS S
Yo 1] RS SO USROS SRS SNORRIE SO NN
0-08%5 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
(a)son hall yT (x)

Bu morhoaloda oldo olunan son holl yT(x),diiz mosalonin halli noticesinda alinan vo tors
moasaloda artiq miisyyanlik sorti Kimi istifado olunan funksiyadir. Bu hall, sag torafi malum olan
Qaus paylanmasi ilo parabolik tonliyin inteqrasiyasi naticasinda tapilir.

yT (x) Diiz masalonin sonunda alds olunan natico, x € [0, 1].

Bu hall tors moasoalonin iterativ prosesinds istifado edilorok, mokan doyisonlarindon asili olan
f (x) funksiyasinin dagiq Vo ya yaxin hallinin tapilmasina xidmat edir.

Fract

Numerical

(b) f (x) funksiyast
Sokil 1.1: (a)son hall yT (x) vo (b)f(x) funksiyast

Sokil 1.1-do diiz masalonin son zaman nodqgtasindoki hallinin grafiki vo sag torof funksiyasi
f (x)-in grafiklori gostorilmisdir. Noqtolor adadi hallin giymatlorini tomsil edir. Sokildon goriindiy
kimi, odadi hall ylksok dagigliklo dogiqg halli tokrarlayir.

[terasiya proseslorinin faktiki yaxinlasma siiratini giymotlondirmok iiciin sokil 1.2-do muxtalif
mokan-zaman sobakalori Gglin har iterasiya addiminda iki xota gostaricisinin grafiklori verilmigdir.
Bu hesablamalarda biz M = 200 gotiririk vo forgli N qgiymatlori ilo iterasiya prosesinin
dayandirilma sortini € = 1077 kimi muoyyan edirik (Rogers, 1992). Sokillordon gortundiyd kimi,
iterasiya prosesi ¢ox sirotlo (5 iterasiya daxilindo) yaxinlagir vo bolgii sayinin artmasi ilo forg
sxeminin doqiqliyi artir (Nazarov, Karchevsky, Vandamme, 2015).

Toklif olunan iterativ metodun dayaniqligini qiymsatlondirmak iiciin artiq mioyyanlik sorti
olaraq u%ovozino ses-kiiylii olave sort u” istifado etmoklo tors mosaloni nozorden kegiririk. Sokil
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1.3-do sas-kly saviyyasi 6 = 1% va 3% olan hallarda tors masalonin adadi hallinin naticalori

gostorilmisgdir.

e—e N=100
_ : —a N=200
N =400
o : : :
§ 10 2L ; e
104 2 3 4 5 6 7
(a)Max €
10° e : ,
—e N=100
1 —a  N=200
10 o o N=300
N =400
:cp: 10
o
1073
1 2 3 4 5 6 7
(b) RSME
Sokil 1.2: (a)Max € va (b) RSME
()6 = 1%
a4t ] :
—  Exact
— §=1%
= i i
o RS S N ........
0 f
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b)d = 3%
Sokil 1.3: § —nin fargli giymotda naticalari

Natica

Yekun olaraq, parabolik tonliklords sag torafin identifikasiyasi miihiim rol oynayir, ¢iinki bu sag
toraf, masalonin fiziki vo ya milhondislik sortlorine uygun miixtalif monbalori, tasirlori vo ya mokan-
sorait doyisonlorini tamsil eds bilor. Parabolik tonliklor gox vaxt istilik vo diffuziya tonliklori, kontur
soklindoa proseslor vo ya digear dinamik sistemlor Gc¢tn istifads edilir. Parabolik tonliklor ¢ox vaxt
istilik kegiriciliyi, kimyavi diffuziya vo ya digor dinamik proseslorin tosvirinds totbig olunur.
Parabolik tonliklordo sag torofin identifikasiyasi, moasolonin tebistinoe uygun olaraq miixtolif
mitoxassislor tarafindon hayata kegirilon bir prosesdir vo bu, yalniz nozori modelin qurulmasina
deyil, ham do real dinya problemlorinin dogiq hollino imkan verir. Sag torofin dogru
identifikasiyas1 masalonin hallini daha dogrulayan va totbiq sahasinds daha effektiv noticalor olds
etmoyo imkan verir.
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